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INVERSION D’OPE´RATEURS DE COURBURE AU
VOISINAGE D’UNE ME´TRIQUE RICCI PARALLE`LE
ERWANN DELAY
Re´sume´. Soit (M, g) une varie´te´ riemannienne compacte sans bord,
a` courbure de Ricci paralle`le. Nous montrons que certains ope´rateurs,
affines en la courbure de Ricci, sont localement inversibles, au voi-
sinage de la me´trique g.
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1. Introduction
Sur une varie´te´ Riemannienne (M, g), conside´rons Ric(g) sa courbure
de Ricci et R(g) sa courbure scalaire. Parmi les (champs de) 2-tenseurs
syme´triques ge´ome´triques naturels que l’on peut construire, les plus
simples sont ceux qui seront ”affines” en la courbure de Ricci, autre-
ment dit, de la forme
Ein(g) := Ric(g) + κR(g)g + Λg,
ou` κ et Λ sont des constantes. Ainsi, si κ = Λ = 0 on retrouve la
courbure de Ricci, si κ = −1
2
le tenseur d’Einstein (avec constante
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cosmologique Λ), enfin si κ = − 1
2(n−1)
et Λ = 0 le tenseur de Schouten.
Rappelons que ce tenseur est ge´ome´triquement naturel dans le sens ou`
pour tout diffe´omorphisme ϕ assez re´gulier,
ϕ∗ Ein(g) = Ein(ϕ∗g).
Nous nous posons ici le proble`me de l’inversion de l’ope´rateur Ein. On
se donne donc E un champ de tenseur syme´trique sur M , on cherche
g me´trique riemannienne telle
(1.1) Ein(g) = E.
On doit ainsi re´soudre un syste`me quasi-line´aire particulie`rement com-
plexe. Le cas de la courbure de Ricci prescrite remonte aux anne´es 80.
DeTurck [9], en 1981, a tout d’abord montre´ un re´sultat d’existence
locale au voisinage d’un point p dans Rn sous l’hypothe`se (intrinse`que)
que la matrice de R(p) est inversible (il a depuis entrepris une longue
e´tude syste´matique pour le cadre local, comme le montrent ses travaux
en 1999 [10]).
Puis il y a eu des re´sultats globaux : DeTurck [11], en 1982, a traite´
le cas tre`s particulier de la dimension 2, pour les surfaces compactes.
Il obtient une condition ne´cessaire et suffisante faisant intervenir la
caracte´ristique d’Euler-Poincare´. Hamilton [15], en 1984, a traite´ le
cas de la sphe`re unite´ de Rn+1 (avec n > 2) en prouvant un re´sultat
d’inversion locale au voisinage de la me´trique standard. Nous avions
ensuite prouve´ un re´sultat analogue sur l’espace hyperbolique re´el [5],
et complexe [8], au voisinage de la me´trique canonique. Parmis les
re´sultats re´cents on peut aussi citer les travaux de A. Pulemotov comme
[17].
Ce type d’inversion locale a e´te´ ensuite adapte´ a` certaines varie´tes
d’Einstein [12], [6], [4].
Notons qu’il existe aussi des re´sultats d’obstruction sur l’inversion
de la courbure de Ricci [13], [1], [15], [3], [5].
Afin d’illustrer simplement le type de re´sultats obtenus ici, nous en
donnerons un corollaire :
The´ore`me 1.1. Soit (M, g) une varie´te´ riemannienne lisse dont la
courbure Ein(g) est non de´ge´ne´re´e et paralle`le. On suppose que κ = 0
et que −2Λ n’est pas dans le spectre du laplacien de Hodge agissant sur
les 1-formes, ni dans le spetcre du laplacien de Lichnerowicz. Soient
k ∈ N\{0} et α ∈ (0, 1). Alors pour tout e ∈ Ck+2,α(M,S2) proche de
ze´ro, il existe un unique h proche de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) telle que
Ein(g + h) = Ein(g) + e.
De plus l’application e 7→ h est lisse au voisinage de ze´ro entre les
espaces de Banach correspondants.
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Ce the´ore`me est un cas particulier du the´ore`me 6.1 ou` κ n’est pas
force´ment nulle et −2Λ peut eˆtre dans spectre du laplacien de Lich-
nerowicz, a` condition de modifier l’e´quation (1.1) par l’ajout d’une
projection.
Nous e´tendons ainsi les re´sultats ante´rieurs sur les varie´te´s compactes
d’Einstein, de courbure positive, au cas de me´triques Ricci paralle`les,
et de tout types de courbures. Noter aussi l’apparition d’une condition
topologique via le laplacien de Hodge (annulation du premier nombre
de Betti si κ = Λ = 0).
La re´gularite´ de notre solution est optimale, il suffit de transporter
l’e´quation par un diffe´omorphisme peu re´gulier pour s’en convaincre.
Le fait que la me´trique de de´part soit Ricci paralle`le e´quivaut au
fait qu’elle est localement le produit de me´triques d’Einstein (voir par
exemple [18]).
Un exemple mode`le pour cet article est le produit de deux varie´te´s
compactes d’Einstein (M1, g1) et (M2, g2), ainsi
M = M1 ×M2 , g = g1 ⊕ g2.
Le cas particulier κ = Λ = 0, donc de prescription de la courbure de
Ricci, doit servir de fil conducteur. Dans ce cas le noyau du laplacien
de Lichnerowicz ∆L est de dimension au moins 2 puisqu’il contient
c1 g1 ⊕ c2 g2, c1, c2 ∈ R.
Concernant les travaux pre´ce´dents sur les varie´te´s compactes, ou` la
dimension du noyau de ∆L est suppose´e eˆtre e´gal a` 1, on peut remplacer
la re´solution qui sera donne´e ici ”a` une constante additive pre`s” par
une re´solution a` ”une constante multiplicative pre`s”, voir la remarque
4.4.
Apre`s une e´tude plus pre´cise de la positivite´ de ∆L et de son noyau,
nous donnons des exemples de varie´te´s a` courbure sectionnelle positive
(au sens large) qui ve´rifient les hypothe`ses. Par souci pe´dagogique, nous
commencons par l’inversion de l’ope´rateur de Ricci en section 4.
On traite aussi d’un re´sultat analogue pour l’ope´rateur de Ricci
contravariant, plus adapte´ au cas de la courbure ne´gative.
Enfin on e´tudie la prescription des autres ope´rateurs de courbure,
dont le the´ore`me 1.1 est en fait un cas particulier, ou` nous donnons un
exemple en courbure nulle.
Finalement, cette dernie`re e´tude nous permet de prouver que l’image
de certains ope´rateurs de type Riemann-Christoffel sont des sous-varie´te´s
lisses dans C∞.
Remerciements : Ce travail est en partie finance´ par les ANR SIMI-
1-003-01 et ANR-10-BLAN 0105.
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2. De´finitions, notations et conventions
Nous noterons ∇ la connexion de Levi-Civita de g, par Ric(g) sa
courbure de Ricci et par Riem(g) sa courbure de Riemannian sectio-
nelle.
Soit T qp l’ensemble des tenseurs covariants de rang p. Lorsque p = 2
et q = 0, on notera S2 le sous ensemble des tenseurs syme´triques qui se
de´compose et G⊕S˚2 ou` G est l’ensemble des tenseurs g-conformes et S˚2
l’ensemble des tenseurs sans traces (relativement a` g). On utilisera la
convention de sommation d’Einstein (les indices correspondants vont
de 1 a` n), et nous utiliserons gij et son inverse g
ij pour monter ou
descendre les indices.
Le Laplacian (brut) est de´finit par
△ = −tr∇2 = ∇∗∇,
ou` ∇∗ est l’adjoint formel L2 de ∇. Le Laplacian de Lichnerowicz agis-
sant sur les (champs de) 2-tenseurs covariant syme´triques est
(2.1) △L = △+ 2(Ric−Riem),
ou`
(Ric u)ij =
1
2
[Ric(g)iku
k
j + Ric(g)jku
k
i ],
et
(Riem u)ij = Riem(g)ikjlu
kl.
Pour u un 2-tenseur covariant syme´trique, on de´finit sa divergence par
(divu)i = −∇juji.
Pour une 1-forme ω on M , on de´finit sa divergence par :
d∗ω = −∇iωi,
et la partie syme´trique de ses de´rive´es covariantes :
(Lω)ij = 1
2
(∇iωj +∇jωi),
(notons que L∗ = div). Le laplacien de Hodge-de Rham agissant sur
les 1-formes sera note´
∆H = dd
∗ + d∗d = ∆+Ric .
On de´finit l’ope´rateur de Bianchi des 2-tenseurs syme´triques dans les
1-formes :
Bg(h) = divg h+
1
2
d(Trg h).
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3. Laplacien de Lichnerowicz et isomorphisme
Nous commencerons cette section par une autre e´criture du Laplacien
de Lichnerowicz. Elle permet entre autre de voir simplement que les
tenseurs paralle`les sont dans son noyau. On conside`re l’ope´rateur de S2
dans T3 de´finit par
(Du)kij :=
1√
2
(∇kuij −∇juik),
cet ope´rateur e´tant , a` une constante pre`s, la diffe´rentelle exte´rieure
de u vue comme une 1-forme a` valeur dans le cotangent (voir [2] 1.12.
p.24). L’adjoint formel de D est
(D∗T )ij =
1
2
√
2
(−∇kTkij −∇kTkji +∇kTijk +∇kTjik).
Ainsi on a
D∗Duij = −∇k∇kuij + 1
2
(∇k∇iujk +∇k∇juik).
Remarquons d’autre part que
LL∗uij = −1
2
(∇i∇kujk +∇j∇kuik).
et que
∇k∇juik −∇j∇kuik = Ric(g)qjuqi − Riem(g)qiljuql
On obtient ainsi la formule de Weitzenbo¨ck :
△K := D∗D + LL∗ = ∇∗∇+ Ric−Riem .
Par conse´quent on a :
(3.1) ∆L = 2(D
∗D + LL∗)−∇∗∇
Si (M, g) est une varie´te´ compacte, nous noterons Π la projection ortho-
gonale L2 sur ker∆L. Ainsi, si h1, ..., hk est une base L
2-orthonorme´e
de ker∆L,
Π(h) =
k∑
i=1
〈h, hi〉L2hi.
Nous pouvons e´noncer la
Proposition 3.1. Soient k ∈ N , α ∈ (0, 1) et c un re´el non nul.
L’ope´rateur∆L+cΠ est un isomorphisme de C
k+2,α(M,S2) dans Ck,α(M,S2).
De´monstration. Le preuve est classique, nous en donnerons juste les
grandes lignes. NotonsK le noyau de dimension finie de ∆L, ces e´le´ments
sont lisses par re´gularite´ elliptique. On note K⊥, l’orthogonal L2 de K.
Alors
∆L : H
2 ∩ K⊥ −→ K⊥
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est un isomorphisme (voir par exemple les the´ore`mes 31 et 27 pages
463-364 de [2]) . Ensuite tout e´le´ment h ∈ H2 se de´compose en
h = u⊥ + u ∈ (H2 ∩ K⊥)⊕K.
L’application
h 7→ ∆L(u⊥) + cu ∈ K⊥ ⊕K
est clairement un isomorphisme, or c’est ∆L+cΠ. Il suffit ensuite d’uti-
liser la re´gularite´ elliptique pour conclure a` l’isomorphisme entre les
espaces de Ho¨lder. 
E´tudions maintenant plus pre´cise´ment le noyau du Laplacien de Lich-
nerowicz.
Lemme 3.2.
i) Si Ric−Riem est positif sur L2 alors ker∆L = ker∇.
ii) Si La courbure de Ricci est paralle`le et que le premier nombre de
Betti est nul alors ker∆L ⊂ ker div .
Dans les deux cas nous avons
ker∆L ⊂ ker div∩ ker(d ◦ Tr) ⊂ kerBg,
en particulier
Bg ◦ Π = 0.
De´monstration. Par l’e´criture (3.1), il est clair qu’on a toujours ker∇ ⊂
ker∆L. Pour l’autre inclusion, il suffit revenir a` la de´finition de ∆L
(2.1). Enfin si la courbure de Ricci est paralle`le, par [16] on a
(3.2) ∆H ◦ div = div ◦∆L.
Pour la dernie`re inclusion rappelons juste que ∆L respecte la de´composition
S2 = G ⊕ S˚2 avec
(3.3) Tr ◦∆L = ∆ ◦ Tr .

Afin de connaˆıtre aussi l’e´ventuelle positivite´ de ∆L, e´tudions celle
de Ric−Riem. Nous donnons pour cela un lemme alge´brique.
Lemme 3.3. Soit un point x deM , on note Ricmin la plus petite valeurs
propre de Ric(g) en x, Kmax et Kmin le max et le min de la courbure
sectionnelle en x. Alors pour tout h ∈ S˚2 en x, on a l’ine´galite´ ponc-
tuelle :
〈(Ric−Riem)h, h〉gx ≥ max{2Ricmin−(n− 2)Kmax, nKmin}‖h‖2gx.
De´monstration. La preuve est inspire´e du lemme de Fujitani ( [2] p.356)
(voir aussi dans [13] la preuve du corollaire 3.4 p 356) mais adapte´e
au cas non force´ment Einstein. Choisissons h ∈ S˚2 un tenseur propre
INVERSION D’OPE´RATEURS DE COURBURE 7
de Ric−Riem. Prenons une base orthonorme´e ou` h est diagonale, de
valeurs propres λ1, ..., λn avec λ1 = sup |λi| (et
∑
λi = 0). On pose
a =
〈(Ric−Riem)h, h〉gx
‖h‖2gx
.
On a
aλ1 = [(Ric−Riem)h]11 =
∑
lR1lh1l −
∑
i,k Ri1k1hik
= R11λ1 −
∑
i 6=1Ri1i1λi
= R11λ1 −
∑
i 6=1Kmaxλi +
∑
i 6=1(Kmax −Ri1i1)λi
= R11λ1 +Kmaxλ1 +
∑
i 6=1(Kmax − Ri1i1)λi
≥ R11λ1 +Kmaxλ1 −
∑
i 6=1(Kmax −Ri1i1)λ1
= 2R11λ1 − (n− 2)Kmaxλ1
≥ (2 Ricmin−(n− 2)Kmax)λ1 .
Le meˆme type de raisonnement donne
aλ1 = R11λ1 −
∑
i 6=1Kminλi −
∑
i 6=1(Ri1i1 −Kmin)λi
≥ R11λ1 +Kminλ1 −
∑
i 6=1(Ri1i1 −Kmin)λ1
= nKminλ1 .

4. Cas de la courbure de Ricci
Il est maintenant bien connu que l’e´quation de Ricci n’est pas ellip-
tique du a` l’invariance de la courbure par diffe´omorphisme. Nous allons
modifier cette e´quation en s’inspirant de la me´thode de DeTurck. On y
ajoute donc un terme jauge de telle sorte que le cette nouvelle equation
devienne elliptique tout en faisant en sorte que ses solutions soient so-
lution de l’e´quation de Ricci. Nous devons aussi ici prendre en compte
le fait que le Laplacien de Lichnerowicz peut avoir un noyau de dimen-
sion plus grande que 1, contrairement aux travaux pre´ce´dents. Afin de
construire notre nouvelle e´quation, rappelons quelques diffe´rentielles
d’ope´rateurs.
Nous avons de´ja` (voir [2] par exemple )
DRic(g)h =
1
2
∆Lh−LgBg(h).
Le line´arise´ en la premie`re variable de l’ope´rateur de Bianchi est (voir
par exemple [6])
[DB(.)(R)](g)h = −RBg(h) + T (g, R)h,
ou` R est identifie´ ici a` l’endomorphisme de T ∗M correspondant et
[T (g, R)h]j = T (g, R)
kl
j hkl =
1
2
(∇kRlj +∇lRkj −∇jRkl)hkl
En particulier, si g est Ricci parallle`le on a
[DB(.)(Ric(g))](g)h = −RicgBg(h).
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ou` est Ricg l’endomorphisme de T
∗M donne´ par (ωi) 7→ (Ric(g)kiωk).
Rappelons enfin que pour toute me´trique g, Bg(Ric(g)) = 0 par
l’identite´ de Bianchi.
L’e´quation que nous choisissons de re´soudre sera
(4.1) F (h, r) := Ric(g + h)− R(h, r)− Lg{Ric−1g Bg+h[R(h, r)]} = 0,
ou`
R(h, r) = Ric(g) + r − 1
2
Π(h),
et Π est la projection orthogonale L2 sur ker∆gL.
Commenc¸ons par ve´rifier que les solutions de la nouvelle equation
sont solutions de l’e´quation qui nous inte´resse.
Proposition 4.1. Sous les conditions du the´ore`me 1.1, avec κ = Λ =
0, si h ∈ Ck+2,α(M,S2) est assez petit, et que la me´trique g + h est
solution de (4.1), alors c’est une solution de
Ric(g + h) = R(h, r).
De´monstration. On applique Bg+h a` l’e´quation (4.1). Remarquons que
Bg+h[Ric(g + h)] = 0 par l’identite´ de Bianchi. Ainsi, si on pose
ω := Ric−1g Bg+h(R(h, r)),
on obtient
Pg+hω := Bg+h[Lg(ω)] + Ricg ω = 0.
L’ope´rateur Pg se lit en coordonne´es locales :
(Pgω)j = −∇i
[
1
2
(∇iωj +∇jωi)
]
+
1
2
∇j∇iωi + Ric(g)kjωk.
Commutons les de´rive´es et multiplions par 2, on obtient
2Pg = ∆gω + Ricg ω = ∆Hω.
Comme le premier nombre Betti est nul (b1 = 0) l’ope´rateur Pg a
un noyau L2 trivial (et c’est un isomorphisme de Ck+1,α(M, T1) dans
Ck−1,α(M, T1)). Maintenant si h est petit dans Ck+2,α(M,S2), l’ope´rateur
Pg+h reste injectif. On peut donc conclure que ω = 0. 
Remarque 4.2. Le fait que Bg+h[R(h, r)] s’annule prouve que l’appli-
cation identite´ de (M, g+h) dans (M,R(h, r)) est harmonique (voir [14]
par exemple).
Nous allons maintenant construire les solutions de (4.1) par un ar-
gument de fonctions implicites dans des espaces de Banach.
Proposition 4.3. Sous les conditions du the´ore`me 1.1, avec κ = Λ =
0. Pour tout r ∈ Ck+2,α(M,S2) petit, il existe un unique h proche de
ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) solution de (4.1).
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De´monstration. On conside`re F comme application de´finie au voisinage
de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2)×Ck+2,α(M,S2) a` valeur dans Ck,α(M,S2).
On a de´ja` F (0, 0) = 0. Compte tenue des diffe´rentielles des ope´rateurs
donne´es en de´but de section et du lemme 3.2, la diffe´rentielle relative-
ment a` h en 0 est
DhF (0, 0) =
1
2
∆L +
1
2
Π.
Par la propositon 3.1, cet ope´rateur est un isomorphisme de Ck+2,α(M,S2)
dans Ck,α(M,S2). Le the´ore`me des fonctions implicites permet de conclure.

Remarque 4.4. R(h, r) peut etre remplace´e par un 2-tenseur tel que
R(0, r) = Ric(g) + r et DhR(0, 0) = cΠ, c 6= 0. Par exemple dans [4]
ou` le noyau de ∆L est re´duit aux multiples de g, on a
Π(h) =
1
nVolg(M)
(
∫
M
Trg hdµg)g =:
1
n
< Trg h > g,
et comme Ric(g) = g, on peut prendre
R(h, r) = e
1
n
<Trg h>(Ric(g) + r).
Exemple 4.5. Rappelons tout d’abord qu’une me´trique Ricci paralle`le
est force´ment localement le produit de varie´te´s d’Einstein (voir par
exemple [18]). En particulier si g est un produit de me´triques d’Einstein
a` courbures scalaires strictement positives, alors comme Ric(g) > 0,
le premier nombre Betti est nul et le the´ore`me 1.1 s’applique. Si de
plus les courbures sectionnelles sont positives (ou nulles), alors par le
lemme 3.3, Ric−Riem ≥ 0 et le noyau de ∆L est re´duit aux 2-tenseurs
syme´triques paralle`les.
5. Ope´rateur de Ricci contravariant
On s’inte´resse ici a` l’inversion de l’ope´rateur de Ricci contravariant :
g 7→ Ric(g)
dont les composantes en coordonne´es locales sont Ric(g)ij = gikgjlRic(g)kl.
Nous utiliserons la notation e´vidente
Ric(g) = g−1Ric(g)g−1.
Nous adaptons les e´tapes de la section 4. Tout d’abord on a
DRic(g)h = g−1[
1
2
∆Lh− LgBg(h)− 2Rich]g−1.
Posons Bg(R) = Bg(gRg), ainsi si ∇R = 0, on obtient
DB(.)(R) = −gRBg(h) +Bg(hRg + gRh).
Si de plus R = λg−1, on trouve
DB(.)(R)h = λBg(h) = gRBg(h).
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L’e´quation avec jauge que nous choisissons de re´soudre ici sera
(5.1)
F (h, r) := g[Ric(g + h)− R(h, r)]g + Lg{Ric−1g Bg+h[R(h, r)]} = 0,
ou`
R(h, r) = Ric(g) + r − 1
2
g−1Π(h)g−1,
et Π est la projection orthogonale L2 sur ker(∆gL − 4Ric).
The´ore`me 5.1. Soient k ∈ N\{0} et α ∈ (0, 1). Soit g une me´trique
d’Einstein a` courbure scalaire non nulle. On suppose que le noyau de
l’ope´rateur ∆H−4Ricg est trivial, ainsi que celui de ∆−4R(g)n agissant
sur les fonctions . Alors pour tout r ∈ Ck+2,α(M,S2) proche de ze´ro, il
existe un unique h proche de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) telle que
Ric(g + h) = Ric(g) + r − 1
2
g−1Π(h)g−1.
De plus l’application r 7→ h est lisse au voisinage de ze´ro entre les
Banach correspondants.
De´monstration. On a encore F (0, 0) = 0 et comme g est d’Einstein, par
les hypothe`ses sur les noyaux et en utilisant les formules (3.2) et (3.3)
on trouve que les e´le´ments du noyau de ∆L − 4Ric sont a` divergence
nulle et trace nulle (dit aussi TT-tenseurs), en particulier Bg ◦ Π = 0.
On trouve ainsi
DhF (0, 0) =
1
2
∆L − 2Ric+1
2
Π.
L’analogue de la proposition (3.1) prouve que cet ope´rateur est un
isomorphisme de Ck+2,α(M,S2) dans Ck,α(M,S2). Par le the´ore`me des
fonctions implicites, pour tout r ∈ Ck+2,α(M,S2) petit, il existe h
proche de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) tel que
F (h, r) = 0.
On applique ensuite Bg+h a` l’e´quation (5.1), on obtient
P g+hω := Bg+hLgω − Ricg ω = 0
ou`
ω = Ric−1g Bg+h(R(h, r)).
Or par hypothe`se,
P g =
1
2
(∆− Ricg)− Ricg = 1
2
(∆H − 4Ricg)
est injectif, ainsi si h est assez petit P g+h le reste, donc ω = 0. 
Exemple 5.2. Une varie´te´ compacte d’Einstein a` courbure scalaire
strictement ne´gative, par exemple normalise´e par
Ric(g) = −g.
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satisfait les hypothe`ses. Si l’on veut en savoir un peu plus sur la posi-
tivite´ et la projection, remarquons tout d’abord que
∆L − 4Ric = ∆− 2(Ric+Riem).
Ainsi par le lemme de Fujitani ( [2] p 356), si en plus la courbure
sectionnelle est ne´gative (ou nulle), on a Riem ≤ 1 et comme Ric = −1,
on en de´duit que ∆L − 4Ric ≥ ∆ ≥ 0. Dans ce cas on a en particulier
ker(∆L − 4Ric) ⊂ ker∇ mais comme ker∇ ⊂ ker∆L (rappelons la
formule (3.1)) on trouve ker(∆L − 4Ric) = {0} et l’inversion a lieu
sans projection sur le noyau.
6. Autres ope´rateurs de courbure
Nous montrons ici que la me´thode de la section 4 peut aussi eˆtre
adapte´e a` d’autres ope´rateurs, affines en la courbure de Ricci. Pour κ
et Λ deux constantes re´elles, on de´finit le tenseur
Ein(g) := Ric(g) + κR(g)g + Λg.
Ainsi par exemple lorsque κ = −1
2
on retrouve le tenseur d’Einstein
(avec constante cosmologique Λ), et si κ = − 1
2(n−1)
et Λ = 0 le tenseur
de Schouten. On e´tudie l’inversion de l’ope´rateur Ein. On se donne
donc E un 2-tenseur syme´trique et l’on cherche g telle que
(6.1) Ein(g) = E.
Comme nous avons
Trg Ein(g) = (1 + nκ)R(g) + nΛ,
l’e´quation (6.1) est e´quivalente a`
Ric(g) = E − κTrg E + Λ
1 + nκ
g
Pour E quelconque, on de´finit
Bg(E) = divg E + 2κ+ 1
2(1 + κn)
dTrg E = Bg(E)− (n− 2)κ
2(1 + κn)
dTrg E,
de telle sorte que l’identite´ de Bianchi se traduise ici par
Bg(Ein(g)) = 0.
Connaissant de´ja` la diffe´rentielle de Bg(E) relativement a` la me´trique
(voir [6] par exemple), on trouve que la diffe´rentielle de cet ope´rateur
relativement a` la me´trique est
D[B(.)(E)](g)h = −EBg(h) + (n− 2)κ
2(1 + κn)
d〈E, h〉+ T (E, h),
ou` E est identifie´ ici a` l’endomorphisme de T ∗M correspondant et
T (E, h)j =
1
2
(∇kEjl +∇lEkj −∇jEkl)hkl.
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Par analogie avec la section 4, on de´finit
F(h, e) := Ric(g+ h)−E + κTrg+hE + Λ
1 + κn
(g + h)−Lg Ein−1g Bg+h(E),
ou` Eing est l’endomorphisme de T
∗M associe´ a` Ein(g),
E = Ein(g) + e− 1
2
Π˜(h),
et Π˜ une projection L2 sur un espace de dimension fini a` pre´ciser
ulte´rieurement. On a de´ja`
F(0, 0) = 0.
Si la courbure de Ricci est paralle`le, on a∇Ein(g) = 0 et si l’on suppose
Bg ◦ Π˜ = 0, on obtient
DhF(0, 0)h =
1
2
∆Lh+
1
2
Π˜(h)+
1
1 + κn
(
κTrg Ein(g) h + Λh− κ〈Ein(g), h〉g − 1
2
κTrg Π˜(h) g
)
− (n− 2)κ
2(1 + κn)
Lg Ein−1g d〈Ein(g), h〉
Ainsi si g est d’Einstein Ein(g) = τg ou si κ = 0, on a
DhF(0, 0)h =
1
2
∆Lh+
1
2
Π˜(h) +
1
1 + κn
(
nκτ h+ Λh− κτ Trg h g − 1
2
κTrg Π˜(h) g
)
− (n− 2)κ
2(1 + κn)
∇∇Trg h.
Cette diffe´rentielle nous incite a` de´finir l’ope´rateur
Ph := ∆Lh+ 2(nκτ+Λ)1+kn h + κn(1+κn)
(
(n− 2)∆Trg h− 2nτ Trg h
)
g
= (∆L + 2κR(g) + 2Λ)h +
κ
n(1+κn)
(
(n− 2)∆Trg h− 2nτ Trg h
)
g.
Ce dernier respecte le scindage S2 = G ⊕S˚2. En particulier si u est une
fonction sur M et h˚ un champ de 2-tenseurs syme´trique sans trace, on
a
P(ug + h˚) = 1
1 + κn
p(u)g + P˚ (˚h),
ou`
p(u) = (1 + 2(n− 1)κ)∆u+ 2Λu,
et
P˚ (˚h) = [∆L + 2κR(g) + 2Λ] h˚.
Pour u une fonction sur M et h˚ un champ de 2-tenseurs syme´trique
sans trace, on de´finit
Π˜(ug + h˚) := pi(u)g + Π˚(˚h),
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ou` pi est la projection L2 sur noyau de p, et Π˚ la projection L2 sur
noyau de P˚ . Ainsi si h = ug on trouve
DhF(0, 0)(ug) = 1
2
[p(u) + pi(u)]g − (n− 2)nκ
2(1 + κn)
H˚ess u,
ou` H˚ess u est la partie sans trace de la hessienne de u. Si h = h˚ est
sans trace, on trouve
DhF(0, 0)(˚h) = 1
2
(
P˚ + Π˚
)
h˚.
The´ore`me 6.1. Soient k ∈ N\{0}, α ∈ (0, 1), κ 6= − 1
n
,− 1
2(n−1)
et
Λ ∈ R. Soit g une me´trique Ricci paralle`le si κ = 0 et d’Einstein sinon,
telle que Ein(g) est non de´ge´ne´re´. On suppose que le noyau de p est
trivial ou re´duit aux constantes, et que ker(∆H + 2κR(g) + 2Λ) = {0}.
Alors pour tout e ∈ Ck+2,α(M,S2) petit, il existe un unique h proche
de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) telle que
Ein(g + h) = Ein(g) + e− 1
2
Π˜(h),
De plus l’application e 7→ h est lisse au voisinage de ze´ro entre les
Banach correspondants.
De´monstration. Les hypothe`ses sur les noyaux garantissent que les
e´le´ments du noyau de P sont de trace constante et, en utilisant (3.2),
a` divergence nulle. On a bien ainsi
Bg ◦ Π˜ = 0.
Les analogues e´vident de la proposition 3.1 prouvent que p+pi et P˚ +Π˚
sont des isomorphismes de Ck+2,α dans Ck,α et donc que DhF(0, 0)
aussi. Les calculs qui pre´ce`dent et le the´ore`me des fonctions implicites
impliquent alors que pour e ∈ Ck+2,α(M,S2) petit, il existe h proche
de ze´ro dans Ck+2,α(M,S2) tel que
F(h, e) = 0.
On applique maintenant Bg+h a` cette e´quation ainsi
Bg+hF(h, e) = −Bg+h(E)−Bg+hLg Ein−1g Bg+h(E) = 0.
On pose ω = Ein−1g Bg+h(E) alors
Pg+hω := Bg+hLgω + Eing ω = 0.
Mais par hypothe`se
Pg =
1
2
(∆−Ricg)+Eing = 1
2
(∆+Ricg+2κR(g)+2Λ) =
1
2
(∆H+2κR(g)+2Λ)
est injectif, ainsi si h est petit Pg+h l’est encore donc ω = 0.

14 E. DELAY
Exemple 6.2. Notons que quelque soit la courbure, si κ > −1/2(n−1),
quitte a` prendre Λ assez grand, tous les ope´rateurs seront stricte-
ment positifs et l’inversion a lieu sans la projection. Afin de donner
un exemple en courbure nulle, remarquons que pour le tore plat, il
suffit de prendre Λ > 0. Ce dernier exemple nous a pousse´ a` e´tudier
dans un autre article [7], une version asymptotiquement euclidienne du
the´ore`me 6.1.
7. Image d’ope´rateurs de courbures de type
Riemann-Christoffel
Nous voudrions, tout comme dans [5] montrer que l’image de certain
ope´rateurs de type Riemann-Christoffel, sont des sous varie´te´s dans
C∞, au voisinage de la me´trique g. Nous cherchons donc tout d’abord
un tenseur Ein qui soit 4 fois covariant, ayant les meˆmes proprie´te´s
alge´briques que le tenseur de Riemann et affine en la courbure, on pose
donc
Ein(g) = Riem(g) + g ∧© (aRic(g) + bR(g)g + cg),
ou` ∧© est le produit de Kulkarni-Nomizu ( [2] p. 47). Comme nous
voulons que Trg Ein(g) soit proportionnelle a` Ein(g), cela nous impose
c =
1 + (n− 2)a
2(n− 1) Λ, b =
κ[1 + a(n− 2)]− a
2(n− 1) .
On a alors
Trg Ein(g) = [a(n− 2) + 1] Ein(g).
Nous de´finirons la version de type Riemann-Christoffel de Ein(g) par
[g−1Ein(g)]iklm := gijEin(g)jklm.
Conside´rons R13, le sous-espace de T 13 des tenseurs ve´rifiants
τ iilm = 0, τ
i
klm = −τ ikml, τ iklm + τ imkl + τ ilmk = 0.
On de´finit l’espace de Fre´chet
C∞ = ∩k∈NCk,α,
munit de la famille de semi-normes {‖.‖k,α}k∈N. On proce`de alors de
fac¸ons similaire a` [5] pour prouver que
The´ore`me 7.1. Sous les conditions du the´ore`me 6.1, on suppose de
plus que le noyau de P est trivial, autrement dit Π˜ = 0. Alors l’image
de l’application
C∞(Rn,S2) −→ C∞(Rn,R13)
h 7→ (g + h)−1Ein(g + h)− (g)−1Ein(g)
est une sous-varie´te´ lisse au voisinage de ze´ro.
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Remarque 7.2. Dans la de´finition de Ein, le choix de a 6= −1/2(n−1)
est encore libre. Si nous voulions retrouver la courbure de Riemann
lorsque κ = Λ = 0 et, lorsque κ = −1/2, un tenseur a` divergence nulle
(donc a = −1 et b = 1/4 via l’identite´ de Bianchi 2). On pourrait
choisir par exemple
a = 2κ , b =
κ[2κ(n− 2)− 1]
2(n− 1) , c =
Λ[2κ(n− 2) + 1]
2(n− 1) .
Il n’est pas clair que ce choix soit plus naturel qu’un autre. Peut eˆtre
qu’une identite´ de type Bianchi 2 qui en de´coulerai serait aussi plus
le´gitime mais nous n’avons pas pu trancher a` ce stade.
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